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数理物理 に b け る 放物線形偏微分方程式 に つ い て (第一報〉
古 谷 嘉 志
白1 Parabolic partia1 differentia1 equation of Mathematica1 physiα ( 1 ) 
YoshiY1ホi FURUYA 
Parabolic partial diffenential equation of melting problems are treated. Problems 
are treated by e玄c1uding the melted portion， 
And the Author obtained an asymptotic solution. 
は し が き
丈
放物線形偏微分方程式の最大最小の定理を熱に よ っ
て固体が融ける時の融解面の移動を解析する問題に適
用する 。 こ の論文で‘は融けた液体の部分を取 り 除いて い 九
融かして行 く 問題を取 り 扱 う 。
基 礎 理 論. . . . . . ( 1 )  
放物線形偏微分方程式
曲目 。u . ou a : ，:" + b一一+cu ーヱ三= 0 a> O ・ … ・ ・ (1)8x2 • _ 8x . -- 8t
係数は 玄- t の関数とする。
x - t 平面上の与えられた領域をD とする。
c> O の と き u は正の最大値と負の最小値をと ら な
L 、。
なぜな ら正の最大値をと る とする と a82u/8x2 = -
cu> O . ・ . 82u/8x2> 0 で不合理。 負の最小値の不
合理も 同様。
次に c は任意の値とする 。 u(xt) = e-a:tv(x，t) と お
く と (1)1主
先2明 8v . ， . ， 8v a一三+ b一二+ (c - k)v -ζ子= 0 ・… ・… ・ (2)8x2 • - 8x . ，- ""/ . 8t
c<k に と る と上の理論が その ま ま適用でき る 。 故
に図- 1 の よ う な x= f(t) ， x = g(t) ， t=t" t=t2 で
固まれた領域Dにおいて t，<toくら な る直線 t= to に
沿って u は正ならば下向きに凸であ り uが負ならば上
向きに凸てある 。
以上の事から次の定理が得られる。
( 1 J x=f(t)， x=g(t) 上で u= 0 な ら Dで:'u= 0 
(2 J x=f(t)， x=g(t) 上で u= 0 な ら D内でu= 0 
( 3  J x= f(t). x=g(t) 上で u の値が与えられれば
u はD内で一意に決定する。
( 4 J  l u l は x= f(t). x = g(t) 上で最大値を と る o
( 5  J x= f(t). x=g(t) 上で 8u月x= F (t) が与え
られてい る時
D 
t � 1， 
。 χ 
図- 1
x ==f(t) 上で F(t)< O ， r == g(t) 上で F(t)> 0 な
ら D内で U> O .
x == f(t) 上で F(t)> o .  x記g(t) 上で F(t)< O な
ら D内で U< O ，
82u 仇1 角C 6 J a一一+b一一 一一旦== 0 で x== f(t)， x == g(t) 8x2 • - 8x 8t 
上で8u/8x== O . その一点で u=k なら D内でu=k
証明 。u/8x = v と おき原方程式を z で微分する と
82v . / 内 \ 8v . 8b __ 8v a :: : + ( 一三十b )";一+ー一一v一 一一一 = 08x2 • \ 8x . - J 8x . 8x ' 8t
境界条件は v= 0
ゆえにD内で v=去= 0
: . u(x ， t) =一定
一点で u=k であるから D内で
u(x ， t) =k 
C 7 J  図ー2 の よ う に x== F (t) と x= Lでかこ まれ
た領域Dにおいて
x= L 上で 8u/8x == 0 
x= F(t) 上で 8u/8x= f(t)
が与えられてい るなら
f(t)< O なら D内で U> O
土。 ヌ =-L.
図- 2
f(t)> 0 なら D内で u> O
f(t)> 0 なら D内で U< O
ョι
証明 x= L を中心に して Dを対称に解析接続する。
延長した領域をUとする と定理 [ 5 J に よ り f(t) = 
0 なら D+D ' 内で u= 0 ， 
ゆえに D内で u= 0 
基 礎 理 論・ ・ ・ ・ ( 2 )
長 さ L の 棒 ( 0 ， L ) の一方の端 x= 0 に熱量
Q (t) を与えて融解させる 。 融解する商を s(t) 融解
温度を T前 と し初期温度を 0 とする O と
ι( K 17T ì = oc �T … . . . . . . . . . . . . . . ・ H ・ - … ・ …(1)
17x \ -- 17x ) • - at 
T(x ， O ) = O … . . . ・ H ・ . . . … … … υ  ・ … … ・ ・ ・ ・ (2)
竺午� = 0 o <t<tL . … … … …(3) ox 
_ K 17T(�O_，Q_ = Q (t) 0 <t<tm・ ・ ・ . . . . . 一仏)ox 
-kmf主手�= Q (t) 一向ú tm<t<tL ox 
- ・ ・ ・ ・ (5)
T(s ， t) =T叫t m<t<tL . . … 一 … - … ・ … (6)
K は熱伝導係数， p は密度， c は比熱
tm は融け始める混度， tL は融け終る温度
S(tL) = L ， ま た添字は融解する状態を示す。
[ 1 ] 解の唯一性。 Q (t)を与えれば s(t) は一意に決
定する 。
証明 S2>S， な るこつの解が存在したとする と ，
\ :Q (t)dt= (pmß +恥)sイipdx (a)
f:Q (抑= (pd+Hm〉S1 +j :pdz (b)
H(T) =f� c(T'川')町
。
H(T，) =H" H(てr2) =Hb H (Tm) =H怖
い) ー (b)，
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0 = (川+HmXS2 - SI〕 + ! ;2H2dx-f::HAE -
i L H1diM2〉 で H，<Hm， (S2' L) で、 H，<H2 を8， 
考えに入れる と
右辺>川(S2 - sO +f;(H2 -HJdx> 0 と な り 不
合理。
[ 2 J Q2>Q， なら S2<S，
証明 S，>S2 とする 。
f:Q2(加= (川+Hm)sイ;2HAX (a)
f:Qωdt= (p四目前)S，+ f�，H，dX .. . . . . . . '(b)
(a) ー (b)，
J: {Q2ω -Q，(t)} dt= (川+恥)(S2 一ω
+j;;Hzdx+f:(H2 -HOdz 
(左辺) > 0 
(S2 ， S，) で H2<日明， (S" L) で H2<H， である こ
と を考えに入れる と
(右辺) <川(sz- mHji(Hz -HJdx< o ， で不
合理，
[ 3 J Q2>Q， の と き s， は途中で S2 よ り 大になる こ
と はない。
証明 図- 3 の よ う に S2 が途中で S， を越したとす
る 。x=L を中心に して図の如 く 対称に解析接続するo
t 
1. I 、 ， p '  - - 一 一一一- ト -_ ... - _ .. - ー -t〈
主A v e l l 一九
ι I  " .. ... T ‘色 、
S. μ一一一一 -L一 一一一-一三J
A i K 
3ι '1..， 
図- 3
昆
A C P上 (両端の点は徐 く ， 以下同様〉 で T2 -T，
> 0 ， ゆえに領域 ACPP'C'A' で T2 -T，> 0 ， ゆえ
に PP' 上で T2 -T，注 0 ，
一方(5) よ り
- K間五主2-T，) = {Qω-Q，(t)} -pmß ox 
(S2 -S，) 
Pにおいて Q2>Qb S2<S， T2 = T， 
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五雪子T，) く O
σz 
ゆえに pp' 上で Tz - T，< O と な り 不合理であ る 。
近 似 計 算 例
p， c， K を一定と し K/pc =k とおき Q(t) = F = 一
定 とする 。
_8'I'_ = k竺空一 … ・ - … . . .. . . . • . • . . . … ・ … ・ ・ … ， ，(1)
ôt 
-- ôxz 
時間は x= 0 の温度が T閣 にな った時を t= 0 と
する 。
T = T市+a，x + (xz + 2kt)a2 . . . . . .  ………… ・ ・ (2)
と お く 。 8) ， 4 )
( 江ト t_ ， = 0 よ り a， = - 2azß ax I X=l 
T = T明+ (x2 _ 2ßx = 2kt)az ・ ・ ・ ・ ・ … ・ ・ (3)
�'I'_ = 2aβ ー の - … 一 一 … . . . . … … ・ ・ … . . . ・ (4)ax 
ま た -K_!_'!'与立 = F - ô ßs . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5) σx 
(5) と (4) よ り
- 2az(S - ß ) F - pßs … …………… … . . . . . . . . (6) 
T(s，t) =Tm を考えに入れ(3) よ り
s2 - 2ßs +2kt = 0 ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ a 回 目 . . . " ・ ・ (7) 
S = A，t +A2tz +AstS + ・ ・ ・ ・ ・ ・ -
と おいて(7)に代入 し係数を決定する と ，
k . .  kz S = �� t + 一二.tZ 十 ・ … … … ・ … ・ … … … (8)4 乙r
(8)を(6)に代入する と
f k . . kZ • 0 • ^ \- 2Kト一一一t+ 一一一tZ 十 ・ ・ - ß la吸\ ß - . 2ßs - . ._ ! “ 
( k ， k2 • ， \ = F - pß ( --=� + �t十 ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ i， _ \ ß . ß3 - . I 
t = 0 とお く こ と に よ り
aヮ = F - pk " 2Kß 
(3) よ り
F - p枠T = T明 + 一一一- 1'ー (xZ - 2ßx + 2kt) … … … …(9)2Kß 
IJT F 一 角』一一 = .1.' ，:/"'" (x - ß ) IJx Kß 
(5) よ り
F - pk 一一一豆ιー (s - ß ) = F - pßs
. ← F ��k S = 主一 … … . " ・ H ・ - … … …(lOi
pßZ 
S = B，t 十Bzt2 +Bst3 + …
と お く と
s=B， + 2B2t+3B8tZ+ . " . . 
(10)に代入して
(n� F - pk � \ B， + { 2B2 一 一一つι� B， )t、 p.fJ“ ノ
ゆえに
/ 官、 ー のk \.. k + ( 3B. 一 一一寸� )t2 =ーヮー\ PØZ ノ 必
S = 主ーt + 主旦ヰ旦t2 + 主迂コ旦土t8
2p ß3 6pZ ß 5 
+ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . " . . . . . . . . … . . . . . . . . . ……但)
結 語
放物線形偏微分 方程式の最大最小 の定理を 用いて
Q (t) に対する s(t) の一意、性， Q (t) を大き く する と
s(t) は大き く な る こ とが示された。
ま たTを二次式近似し s(t) の級数解を (日) の よ う に
Tの級数解を(9)の よ う に得た。
Tを二次式で近似する こ とが非常に大きな仮定であ
るが 解の性質は 本文に 述べた事柄に よ く 一致してい
る 。 さ ら に深い検討を今後加える こ とにする 。 最後に
御支援を賜った本学教援長元亀久男先生に感謝の意を
示す。
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